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应用Sinkhorn距离和图正则约束的高效解混算法

杨露露， 李春芝， 陈晓华， 王丽

湖州师范学院 信息工程学院, 湖州 313000

摘 要：高光谱盲解混是解决混合像元问题的重要技术。其中，非负矩阵分解凭借其明确的物理意义，为无监

督线性光谱解混的发展奠定了基础。由于传统非负矩阵分解采用欧氏距离度量原始矩阵与重构矩阵之间的误差，

因而不能有效挖掘各维度特征间关系，影响解混精度。为充分利用高光谱图像中丰富的相关特征，本研究在地

球移动距离的基础上引入熵正则约束，用Sinkhorn距离代替欧氏距离，建模不同维度特征之间的关系。同时，为

刻画数据的流形结构，将图正则项作为丰度的约束条件，提出了一种基于Sinkhorn距离和图正则约束的非负矩阵

解混算法。本研究采用乘性迭代规则对提出的解混模型进行求解，在模拟数据集、Urban数据集以及 Jasper数据

集上进行实验，实验结果验证了所提出算法的有效性。
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1　引 言

高光谱遥感技术作为一种新型对地观测技术，

提供了丰富的地物光谱信息，能够对地物目标进

行识别 （Zhang 等，2019） 和精细分类 （Ghamisi
等，2017；Khan等，2018），逐渐成为当前遥感技

术研究前沿。由于受空间分辨率的限制，高光谱

图像中单个像元包含多种地物使得混合像元的现

象普遍存在，成为像元级应用精度难以提高的主

要问题（蓝金辉 等，2018）。因此，对混合像元进

行分解，通过提取构成像元的各类基本物质组成成

分的光谱特征以及这些物质在像元内所占的比例可

以提高高光谱遥感定量应用的精度 （童庆禧 等，

2016；张兵，2016）。

现有的光谱解混方法通常基于线性混合模型

（LMM）或非线性混合模型（NLMM）（Heylen 等，

2014）。其中，线性混合模型由于简单、易求解得

到广泛应用。高光谱盲解混能够同时进行端元提

取以及丰度估计，本质上属于信号处理领域中的

盲源分离问题（Yao 等，2019）。盲源分离的典型

方法有独立成分分析（ICA）（Wang和Chang，2006）
和非负矩阵分解 （NMF）（Lee 和 Seung，1999）。

由于 ICA对源信号做出的独立性假设与高光谱图像

中的丰度和为一约束矛盾，所以在光谱解混中的

应用受到了限制 （Nascimento 和 Dias，2005）。与

ICA 相比，NMF 能够更好地适应光谱解混的需求

（Tsinos等，2017），但仅有的非负约束易导致NMF
陷入局部最优解。因此，需要另外引入合适的约

束以获取更好的解混性能。

考虑到LMM凸几何的特点，Miao和Qi（2007）
引入端元单形体体积约束，提出最小体积约束

NMF （MVCNMF）。受 Miao 和 Qi 的启发，后继几

种基于几何约束的解混算法被提出 （Yu 和 Sun，
2007；Wang 等，2013；Zhi 等，2017）。这些方法

首先假设高光谱图像位于一个单形体中，并且其

顶点被认为是所要提取的端元。Marrinan 和 Gillis
（2021）为解决端元的不平衡性问题，提出一种基

于块的minimaxNMF模型来处理含有稀少端元的高
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光谱图像。此外，由于自然界中地物一般呈现分

段的局域同质分布，一个像元不会包含所有端元物

质，因此，除了端元的物理约束外，丰度的稀疏性

也可以被用于构建NMF解混框架。Qian等（2011）、
Yuan 等 （2015）、Feng 等 （2018） 采用 L1/2-NMF，
与 L1 范数（Bruckstein等，2008）相比，结果表明

L1/2-NMF更能满足和为一约束，并且在保证丰度稀

疏的同时，降低了计算复杂度。进一步地，为保

持数据的结构信息，He 等 （2016） 施加 L1，2范数

进行联合稀疏约束，解决了 L1/2 范数易受噪声干扰

的问题。Li 等 （2016） 考虑到同一个端元仅分布

在个别像元中，应用L2，1范数对丰度的行和列同时

进行稀疏约束。Han 等（2020）融合低秩性约束，

引入使丰度更稀疏的 L2，p范数。上述方法虽然采取

了相关的约束，但忽略了数据的空间信息。Wang
等 （2017） 利用线性迭代聚类分割技术进行空间

群稀疏约束，结合丰度的稀疏性提出群稀疏正则

NMF （SGSNMF）。Liu等（2011）融合丰度的分离

性和平滑性约束，在保证相同像元中不同端元相

关性的同时考虑数据的空间关系。Qin 等 （2021）
引入图全变差约束（gtv）提高丰度的空间平滑度，

其采用交替方向乘子法 （ADMM） 优化求解，并

且融合 Nyström 近似策略和 Merriman-Bence-Osher
（MBO） 方法降低求解复杂度。Wang 等 （2016）
考虑图像的空间和光谱信息，利用超图建模光谱

的空间结构以保证相同超边内像元丰度的一致性。

此外，由于高光谱数据易受复杂非线性效应影响，

Févotte和Dobigeon（2015）提出了鲁棒NMF（rNMF），

该算法引入群稀疏离群项克服非线性问题。为挖

掘高光谱数据中的非线性结构，Mei 等 （2016）、

甘玉泉等（2019）、Rathnayake等（2020）将图模型

理论嵌入到NMF模型中，以保持数据的局部几何结

构。Lu等（2013）在L1/2-NMF的基础上，亦构建了

额外的图正则项，保证各端元丰度之间的紧密联系。

现存 NMF 解混算法针对端元和丰度的物理含

义，分别施加相应的约束以获得更精确的解混结

果，但大多基于欧氏距离构造目标函数，而高光

谱图像内部结构的复杂性导致简单的线性表示不

能很好地度量重构误差。Li 和 Chen （2020） 提出

相关熵诱导度量代替欧氏距离构造的损失函数，

克服了基于欧氏距离的建模难以降低重构误差且

极易受异常值影响的弊端。受最优传输思想启发，

Rubner等（2000）提出地球移动距离（Earth Mover’s 

Distance，EMD）计算两个分布之间的距离以反映

最小需求量。鉴于该最优传输问题，Sandler 和
Lindenbaum （2011） 提出基于 EMD 的非负矩阵分

解算法（EMDNMF），并证实EMD对不同维度噪声

不敏感，因此，基于EMD的NMF算法可以获得比

传统基于欧氏距离的NMF算法更鲁棒的性能。

由于高光谱图像内部包含大量不同维度的噪

声（Li等，2021），而EMD具有对不同维度之间噪

声不敏感的优势，因此，经过初步理论分析，

EMD 比欧氏距离更适用于处理含有复杂噪声的高

光谱数据。由 Sandler 和 Lindenbaum （2011） 提出

的 EMDNMF 在计算机视觉中的应用可知，基于

EMD的NMF在高光谱数据分析中亦可取得不错的

效果。但实际应用中，由于高光谱图像属于复杂

大数据，EMDNMF 高额的计算代价导致其在大规

模高光谱数据分析中存在一定的局限性。Qian 等

（2016）提出了一种基于 Sinkhorn 距离的非负矩阵

分解方法，可以更简单快速地求解该距离下的分

解模型。Zhang等（2020）进一步引入对偶图正则

项，同时考虑数据和特征的流形结构。上述基于

Sinkhorn距离的非负矩阵分解算法被广泛应用于图

像聚类并取得了不错的效果。

本文首次将最优传输技术和图模型理论综合

应用于高光谱解混中，提出一种基于 Sinkhorn距离

和图正则约束的高效解混算法（SDGNMF）。该算

法在充分挖掘EMD优点的基础上，对EMD施加熵

正则约束，将 EMD 改进为 Sinkhorn 距离，并将其

作为度量误差的标准，有效降低了计算复杂度。

此外，被施加了熵正则约束的 EMD，即 Sinkhorn
距离对模型的表示可以更好地建模不同维度特征

之间的关系，特征的相关性得以充分利用。本文

在 Sinkhorn距离的基础上特别引入图正则约束以进

一步刻画数据的流形结构。通过在模拟数据集以

及真实数据集上的实验验证，以期有效改善基于

NMF的高光谱解混算法性能。

2　理论介绍

2.1　线性光谱混合模型

线性混合模型假设入射光在到达传感器前只

与一种地物发生作用，不考虑物质内部反射、散

射等作用，混合像元光谱表示为端元光谱与其相

应丰度的线性组合，数学表达式定义如下：
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X = UV + E (1)

式中，X ∈ RL × N表示原始图像，U ∈ RL × P表示端

元矩阵，V ∈ RP × N表示丰度矩阵，E ∈ RL × N表示

重构误差矩阵，通常被认为是加性噪声（Akhtar和
Mian，2017；Zhang等，2018）。L为波段数，P为

端元数量，N 为图像中所含像元总数。矩阵

U，V，E均满足非负性约束（ANC），并且丰度 V

还需满足和为一约束（ASC）。

2.2　非负矩阵分解

NMF 是由 Lee 和 Seung （1999） 提出的一种无

监督特征提取方法。对于给定的非负矩阵X，NMF
将其分解成两个非负矩阵U和V，使得分解后两个

矩阵的乘积近似等于原始矩阵，即X ≈ UV。

为了衡量原始矩阵对分解因子间的重构效果，

需要构造目标函数，定义如下：

min
U,V Distϕ (X,UV ) (2)

式中，Distϕ 表示度量距离，通常定义为欧氏距离，

基于该距离的目标函数表示为

min J(U,V ) = 1
2  X - UV

2
F = 1

2∑
i,j

(X ij - (UV ) ij )2

s.t.   U ≥ 0,V ≥ 0,i = 1,2,…,L,j = 1,2,…,N
(3)

式中，J（⋅）表示度量函数， ⋅ F表示Frobenius范数。

对于式 （3），一般采用乘性迭代算法进行更

新，得到U和V如下

U ← U
XV T

UVV T ,V ← V
U TX
U TUV

(4)

式中，（·）T表示矩阵转置。

3　基于 Sinkhorn距离和图正则约束的
非负矩阵解混模型

高光谱图像内部的复杂性导致数据中相邻元

素可能由相似的端元构成，并且对应的丰度也非

常接近，可见，高光谱数据中存在着丰富的相关

特征。传统解混算法中，普遍采用欧氏距离构造

目标函数，无法准确描述高光谱图像中各维度特

征间关系。为充分利用图像空间中特征的相关性，

本文采用基于Sinkhorn距离测量误差的方法。

3.1　Sinkhorn距离

在本文所提出的 SDGNMF 方法中，采用改进

的 EMD 代替传统欧氏距离构造目标函数。其中，

EMD 定义为两个分布直方图之间传输元素的最小

代价。高光谱的EMD原理详见图 1，图 1中，红框

表示选取图像中某一区域。该区域的直方图表示

为 x；y为经 EMD 处理后同一区域的直方图表示；

q、p分别表示直方图 x、y中的区段号。选取Urban
数据集中某一波段的灰度图像，红框框选其某一

区域的直方图表示为 x；假设 x分布直方图和 y分

布直方图均含有 n个区段数，从 x分布直方图中选

取数据组合为 r1 的元素，共计Φxr1 个元素，产生转

移量可表示为∑
q = 1

n

Sq = Φxr1；将转移量Φxr1 运送至 y

分布直方图的各区段中，生成数据组合为 r2 的元

素，即∑
p = 1

n

Sp = Φyr2，式中，q、p分别表示 x、y分

布图中的区段号；理想情况下Φxr1 = Φyr2。根据上

述传输方案依此反复，直至 x中所有元素被全部分

配至 y分布直方图中。EMDdM (x，y ) 计算公式如下

（Rubner等，2000）：

dM (x,y ) = min ∑
p,q = 1

n

MpqS (r1 → r2 ) (q → p )

s.t.   ∑
q = 1

n

Sq = Φxr1,∑
p = 1

n

Sp = Φyr2 ,∀p,q
(5)

式中，S (r1 → r2 ) (q → p ) 表示从 x分布直方图中各区段

（q = 1，2，…，n） 挑选的 r1 型数据组合运输到 y

分布直方图各区段 （p = 1，2，…，n） 形成的 r2
型数据组合产生的总转移量；Mpq表示区段 p和 q之
间的距离，由 L1 距离定义。L1 距离为两区段间元

素数差值的绝对值，其表达式如下（Cuturi和Avis，
2014）：

Mpq =  Φp - Φq (6)

式中，Φp表示 p区段内元素数，Φq表示 q区段内元

素数。

由于 EMD 计算过程中涉及到线性规划的复杂

求解问题，其计算复杂度高达O (n3 log n )，限制了

其在大规模数据分析中的适用性 （Sandler 和

图1　高光谱图像的EMD原理

Fig. 1　EMD principle diagram of hyperspectral image
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Lindenbaum，2011）。本文在EMD的基础上引入熵

正则项平滑参数化模型。将改进后的 EMD 距离称

为Sinkhorn距离，定义为

dλ
M (x,y ) = min ( )∑p,qM⊙S + 1

λ H(S )
s.t.  S1 = x,ST1 = y

(7)

式中，1表示全一向量，⊙表示逐元素乘法；ST 表

示矩阵 S的转置，H(S ) = -∑p，q
S log S表示矩阵 S

的熵，λ表示正则化参数，用于控制熵正则化作用

的强度，当λ足够大时，式（7）相当于EMD。

对于上述模型的求解，Cuturi （2013）提出了

一种 Sinkhorn-Knopps 矩阵缩放算法，即通过生成

一系列行和列被交替归一化的矩阵来进行求解。

Genevay等（2019）证明了基于该缩放算法的模型

求解复杂度下降为 O (n2 )，因此，相较于 EMD，

Sinkhorn距离可以更快速有效地进行大规模数据分

析。Sinkhorn-Knopps矩阵K定义为

K = exp(-λM - 1) (8)

然而，模型（7）的优化需严格满足归一化条

件，事实上，在高光谱图像中，考虑到各像元的

不规则性且相邻像元间具有相似性，输出图像无

法被准确表示为归一化的直方图形式，不能严格

满足式（7）中的约束条件。因此，本文对式（7）进

行松弛，利用KL散度（Kullback-Leibler divergence）
对原等式约束进行软惩罚，将模型简化为一个无

约束的问题。上述方法的有效性已在 Frogner 等
（2015）的研究中得到证明，本文将其推广应用到

高光谱解混模型中。Sinkhorn距离最终优化为

dλ,γ
M (x,y ) = min

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ü

ý

þ

ï
ïï
ï

ïïïï

∑p,qM⊙S + 1
λ H (S ) +

γ ( )~KL ( S1 x ) + ~KL ( ST1 y )
   (9)

式中，
~KL ( w z ) = wT log (w⊙z ) - 1Tw + 1T z表示w

和 z之间的广义KL散度，γ表示松弛参数。

本文以两个直方图之间传输元素的最小成本

为原则构造目标函数，进而采用 Sinkhorn距离作为

误差的度量标准，其优势具有如下两方面：一方

面，基于Sinkhorn距离的模型采用Sinkhorn-Knopps
矩阵缩放算法进行求解，相比于 EMD，可以更快

速有效地分析高光谱大规模数据；另一方面，考虑

到高光谱数据中存在着丰富的相关特征，Sinkhorn
距离可以克服噪声影响，建模不同维度特征之间

的关系，能够充分利用特征间的相关性。因此，

相较于传统基于欧氏距离的 NMF，基于 Sinkhorn

距离的 NMF 模型，能够更好地提取数据内部结构

信息，提高解混精度。

3.2　光谱特征图正则化

高光谱图像中数据通常位于一个低维子流形

上。为考虑空间信息并有效挖掘数据的流形结构，

本文在利用 Sinkhorn距离构造目标函数的基础上对

丰度矩阵V施加图正则约束，进一步捕捉数据间的

有效特征，从而增强图正则约束描述几何流形结

构的有效性。一般地，图正则项表述如下：

R = ∑
i,j
W ij v i - v j

2
(10)

式中，W ij表示图正则项权重矩阵，可以通过热核

函数计算得到（Lu等，2013），具体计算公式如下：

W ij = exp ( )- x i - x j
2

τ
(11)

式中，x i和 x j表示数据空间中两个邻近点，τ表示

核参数，通常取值为［0，1］。

3.3　SDGNMF模型

综合式（9）、（10）、（11），由 Sinkhorn距离构

造的解混目标函数定义如下：

J (U,V ) = ∑
j = 1

N

dλ,γ
M ( )X j, (UV ) j + ξ

4 R =

∑
j = 1

N

dλ,γ
M ( )X j, (UV ) j + ξ

4∑
i,j
W ij v i - v j

2 (12)

式中，X j表示矩阵X的第 j列向量；ξ表示维持特征

相关性和数据流形之间平衡的正则化参数。

由式（12）可知，所提出的模型是非凸问题，

同时优化 U和 V是一个 NP 难问题。参考 Lee 和

Seung （2000），Qian 等 （2016） 将乘性迭代算法

应用求解 Sinkhorn距离并证明了该算法在 Sinkhorn
距离上的收敛性。为将变量交替最小化，本文同

样采用乘性迭代算法对式 （12） 进行求解，当一

个变量迭代时，将其他变量固定为常数，每个变

量在当前固定的变量上有条件地更新，从而将所

提出的模型计算问题分解成两个凸问题。

给定非负矩阵Θ ∈ RL × P和Ψ ∈ RP × N作为U和

V的拉格朗日乘子，定义拉格朗日函数Γ为

Γ = ∑
j = 1

N

dλ,γ
M ( )X j, (UV ) j + ξ

4∑
i,j

n

W ij v i - v j
2 +

Tr (ΘU T ) + Tr (ΨV T )
  (13)

根 据 Karush-Kuhn-Tucker 条 件 ， 即

Θ.×U = 0，Ψ. × V = 0，可以得出 U 和 V 的更新

规则：
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U ← U.×V.×(S*./UV )
V

(14)

V ← V.×U.×(S*./UV ) + ξWV T

U + ξV TWU T (15)

式中，S* 表示最优传输矩阵，定义为 Sinkhorn-
Knopps矩阵K = exp(-λM - 1) 的对角缩放：

S* = diag (A)K diag (B ) (16)

式中，A和B表示两个缩放矩阵，diag (⋅)表示对角

矩阵。Frogner 等 （2015） 定义了上述两个缩放矩

阵的更新规则，具体表达式描述如下：

A ← X
γλ

γλ + 1⊙(K (UV⊙K TA) γλ
γλ + 1 ) γλ

γλ + 1 (17)

B ← (UV ) γλ
γλ + 1⊙(K TA) γλ

γλ + 1 (18)

3.4　算法流程

本文参照虚拟维度算法 （Bajorski，2011） 计

算端元数量，同时采用顶点成分分析 （VCA） 初

始化端元矩阵 U，完全约束最小二乘法 （FCLS）
初始化丰度矩阵V，为了计算图正则项权重矩阵，

将核参数 τ设置为 0.2，并将 K-近邻（KNN）的数

目设置为 5。本文设置最大迭代次数 Imax，如果迭

代次数大于定义的 Imax，则迭代结束。具体算法流

程如下：

输入：原始数据矩阵 X，参数 λ，γ，ξ，τ，

KNN数目，最大迭代次数 Imax
步骤1：通过VCA-FCLS算法初始化U和V

步骤2：根据式（11）计算权重矩阵W

步骤3：根据式（6）计算距离矩阵M

步骤4：根据式（8）计算矩阵K

步骤5：循环

根据式（17）更新得到A

根据式（18）更新得到B

根据式（16）更新得到S*

根据式（14）更新得到U

根据式（15）更新得到V

直到满足停止条件

输出：U和V

4　结果与分析

为了证明提出算法的有效性，本文分别在模

拟高光谱数据集和真实高光谱数据集上进行性能

验证，并与GNMF（Lu等，2013），SGSNMF （Wang
等， 2017）， rNMF （Févotte 和 Dobigeon， 2015），

minimaxNMF （Marrinan 和 Gillis，2021）， gtvMBO
（Qin 等，2021），VCA-FCLS 等 6 种算法进行对比

分析。所有对比算法均设置为原文献中参数。实验

平台为CPU 2.9 GHz，内存 8 G的Windows10电脑上

进行，使用Matlab2019a进行代码实现。

4.1　选定评价指标

为定量评估所提出 SDGNMF解混算法的性能，

本文采用高光谱解混评估中常用的两种评价指标，

即光谱角距离 （SAD） 和均方根误差 （RMSE）。

SAD用来评估端元估计值的准确性，RMSE用来评

估丰度估计值的准确性。SAD和RMSE的表达式定

义如下：

SAD i = cos-1( )uT
i û i

 u i  û i
(19)

RMSE i = ( )1
N || v i - v̂ i

2
1
2

(20)

式中，u i和 û i分别表示第 i个端元真实值和估计值；

vi 和 v̂ i 分别表示第 i个端元对应丰度真实值和估

计值。

4.2　算法收敛性

对 SDGNMF算法的收敛性能的验证结果如图 2
所示。可见在所有的测试数据集上，算法的重构

误差随着迭代次数的增加而减小，当达到一定的

迭代次数时，误差达到一个稳定的值。为了保证

一致性，在所有数据集上迭代次数均设置为

1000次。

4.3　模拟数据集实验

该模拟数据集是根据 Hendrix等（2012）提出

的模拟程序生成的，即从美国地质调查局（USGS）
光谱库中选择 9 种物质 221 个波段的谱线作为端

元，生成大小为 100×100的图像，图 3展示了 9种

图2　误差随迭代次数变化

Fig. 2　Figure of error changing with iteration number

2607



National Remote Sensing Bulletin 遥感学报 2023, 27（11）

端元光谱特征曲线。为满足和为一约束以及非负

性约束，通过K均值聚类和高斯滤波器生成相应的

丰度图，每个端元对应的丰度值随机分布范围为

0.004—0.900，最大丰度值为0.900。

4.3.1　参数选择

参数 λ、γ和 ξ分别为正则化参数、松弛参数

和平衡参数，分别用于调节熵正则作用的强度、

调节模型的松弛程度以及维持特征相关性和数据

流形之间的平衡。为研究参数 λ、γ和 ξ对算法性

能的影响，在模拟数据集上，采用固定初始化的

方式对 3个参数进行测试。首先，固定 γ = ξ = 10
以测试参数 λ对算法性能的影响，参考 Qian 等

（2016） 的研究，参数 λ取值从 ［10，50，100，
200，300，400，500］ 中选取，结果见图 4 （a）。

可见，当λ从 10增加到 200时，SAD和RMSE值不

断减小并达到最小值，而随着λ继续增加，SAD和

RMSE值呈上升趋势，因此，设置λ = 200。其次，

固定 λ = 200，ξ仍设置为 10，设置 γ取值范围为

［10，80］，步长为 10 递增，结果见图 4 （b）。可

见，RMSE 值在这区间保持稳定，而当 γ = 50 时，

SAD 达最小值，因此，设置 γ = 50。最后，固定

λ = 200，γ = 50，设置 ξ取值为［1E-6，10］，以

10倍步长增加，结果见图 4 （c）。可见，参数 ξ在

1E-6—1E-2变化时，SAD与RMSE值均保持稳定。

由于参数 ξ用于维持特征相关性和数据流形之间的

平衡，当 ξ>0.1 时，重构项过于松弛， SAD 和

RMSE估计精度呈明显下降趋势。因此，为了获得

更精确的解混结果，将 ξ的最优值设置在［1E-6，
1E-2］。在以下模拟数据集实验中，参数 ξ均设置

为1E-4，同时分别设置λ = 200和γ = 50。

4.3.2　鲁棒性分析

在本实验中，旨在对比和分析噪声对算法的

影响。在原始无噪声模拟数据集中加入零均值高

斯白噪声，信噪比（SNR）定义为

SNR = 10lg ( E [ ]X TX
E [ ]eTe ) (21)

（a） SAD和RMSE值随参数λ变化

（a） SAD and RMSE values of SDGNMF with different 
parameter λ

（b） SAD和RMSE值随参数γ变化

（b） SAD and RMSE values of SDGNMF with different 
parameter γ

（c） SAD和RMSE值随参数 ξ变化

（c） SAD and RMSE values of SDGNMF with different parameter ξ

图4　SDGNMF在不同参数下的SAD和RMSE值

Fig. 4　SAD and RMSE values of SDGNMF with 
different parameters

图3　模拟数据端元光谱曲线

Fig. 3　Endmember spectral curve of simulated data
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式中，X和 e分别表示原始信号和其相应的噪声，

E [⋅]表示期望运算符。

为了测试七种算法的鲁棒性，在模拟数据集

上添加加性噪声，信噪比分别设置为：10、20、30、
40、50、60 dB。每个信噪比下的柱状图从左至

右依次为算法 SDGNMF、GNMF、SGSNMF、rNMF、
minimaxNMF、 gtvMBO 和 VCA，所有方法的 SAD

值和 RMSE 值均取 10 次实验结果的平均值，结果

见图 5。可见：随着信噪比的降低，所有算法的解

混精度都随之降低；在不同的信噪比情况下，所

提出的 SDGNMF 算法获得的 SAD 值和 RMSE 值比

其他算法更小。因此，实验结果表明，噪声会导

致解混结果变差，但所提出的算法相比于其他算

法更具鲁棒性。

4.3.3　不同算法丰度图对比分析

在本实验中，设置参数λ = 200、γ = 50、ξ=1E-4，
对比分析了模拟数据集上其他几种算法提取的丰

度效果图，结果如图6所示。

（a） SAD值对比

（a） SAD comparison
（b） RMSE值对比

（b） RMSE comparison

图5　不同SNR下几种算法的SAD和RMSE对比

Fig. 5　Several algorithms under different SNR with the comparison of SAD and RMSE

图6　各算法在模拟数据集上的丰度对比

Fig. 6　Comparison of the abundance maps of each algorithm on simulated dataset
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可见，显示SDGNMF、SGSNMF、minimaxNMF
以及VCA-FCLS可以较好地恢复丰度。SGSNMF采

用超像素分割法实现空间群稀疏约束，可以保留

空间局部信息，但由于没有准确考虑相似像元区

域内的不同端元结构，SGSNMF 在得到 Kaolinite 
Kgal端元的丰度图时，误提取了Dumortierite端元。

VCA-FCLS算法也同样存在上述Kaolinite Kgal端元

和Dumortierite端元提取不准确的问题。minimaxNMF
在 Kaolinite CM9 丰度图中出现了 Dumortierite 端元

轮廓，且Kaolinite Kgal端元提取精度较低。gtvMBO
无法准确区分具有相似结构的端元，导致Kaolinite 
Kgal 和 Kaolinite CM9 端元提取出现混叠。而本文

提出的 SDGNMF 算法优势在于能够保留迭代后的

相似结构，各端元特征之间的相关性得到了充分

考虑，因而相邻区域分布的相似物质能够分离出

来。相比于其他几种算法，SDGNMF 可以更好地

展示局部丰度的细节，获得更真实、完善的丰度

图。GNMF 和 rNMF 表现欠佳。GNMF 由于无法给

出正确的稀疏表示，几乎提取不到有价值的丰度

信息，rNMF 获得的丰度图像素值为 0.3—0.5，端

元提取不纯。综上，解混结果表明所提出的

SDGNMF算法能够更好地恢复模拟数据的丰度图，

相比于其他几种对比算法，可以获得更加精确的

解混结果。

4.4　真实数据集实验

4.4.1　Urban数据集

Urban数据集是高光谱解混研究中使用最广泛

的高光谱数据之一，可以在网站 （http：//lesun.

weebly. com/hyperspectral-data-set. html［2021-03-
11］）上下载。其子图像大小为 307×307，共包含

210个波段，波段范围为 400—2500 nm，空间分辨

率和光谱分辨率分别为 2 m和 10 nm。考虑到密集

水蒸气和大气效应的影响，去除波段 1—4、76、
87、101—111、136—153 和 198—210 后，保留了

162个波段进行解混。根据实际地面参考图，选取

数据集中的 6 种端元进行实验，分别是沥青、草

地、树木、屋顶、金属和土壤。Urban数据立方体

和6种端元光谱曲线如图7所示。

在本实验中，设置参数λ=300、γ=40、ξ=1E-4，
得到的丰度图和地面参考丰度图如图 8所示，表 1
列出了所有方法的 SAD值，其中粗体表示最优值，

下划线表示次优值。从图中可以看出，对比参考

丰度图，本文提出的算法恢复了几乎所有的端元

成分。VCA-FCLS、gtvMBO 均在沥青丰度图中出

现了小范围的草地轮廓，并且 VCA-FCLS 未提取

到较纯的草地丰度图。GNMF仅提取到了泥土，其

他 5种端元显示的丰度图颜色均为绿色，即提取纯

度较低。对比 GNMF，rNMF 丰度颜色值更小，位

于 0.2—0.3，可见，端元提取很不准确。相较于上

述几种对比算法，SGSNMF 和 minimaxNMF 得到了

相对较好的丰度图，但均由于提取金属时像素值

太小，导致准确识别该端元无法实现。此外，表 1
还表明，SDGNMF 估计出的大部分端元的 SAD 值

最优，虽然个别提取端元的 SAD 值次优，但平均

SAD 比其他算法都低。因此，从纯度和准确性的

角度来看，本文提出的算法较其余算法能够取得

更精确的解混效果。

（a） Urban数据立方体

（a） Urban data cube
（b） 端元光谱曲线

（b） Endmember spectral curve
图7　Urban高光谱数据

Fig. 7　Urban hyperspectral data
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4.4.2　Jasper数据集

Jasper 数据集可以在网站（http：//lesun.weebly.
com/hyperspectral-data-set. html［2021-03-11］） 上

下载。其图像大小为512×614，共包含224个波段，

范围为380—2500 nm。数据集中含 4种端元，即树

木，水，土壤和道路。考虑到水汽波段的影响，去

除波段 1—3、108—112、154—166 和 220—224 之

后，保留了 198个通道来进行光谱解混。由于此高

光谱图像的复杂性，无法精确获取地面实际情况，

因此本文采用 100×100 大小的子图像进行实验。

Jasper数据立方体和4种端元光谱曲线如图9所示。

设置参数λ = 300、γ = 10、ξ = 1E - 4，实验

得到的丰度图和地面参考丰度图如图 10 所示，

表2列出了所有方法的SAD值，其中粗体表示最优

值，下划线表示次优值。从图中可以看出，本文

提出的算法比其他方法更好地恢复了丰度图，与

参考地物分布十分吻合。VCA-FCLS和 SGSNMF算

法均在泥土丰度图中错误地提取了道路，导致道

路无法准确被识别。minimaxNMF在提取水流端元

时不准确，丰度图中出现了道路的轮廓。而其他

图8　各算法在Urban数据集上的丰度对比

Fig. 8　Comparison of abundance maps of each algorithm on Urban dataset
表1　Urban数据集各算法的SAD对比值

Table 1　　SAD ratio of algorithms in Urban dataset

端元

沥青

草地

树木

屋顶

金属

土壤

平均值

SDGNMF
0.1112
0.0339

0.0093

0.0512
0.0856

0.0204

0.0519

GNMF
0.2018
0.0625
0.0118
0.0881
0.2245
0.0391
0.1046

SGSNMF
0.0489

0.0339
0.0150
0.0574
0.1817
0.0233
0.0601

rNMF
0.0646
0.1026
0.0697
0.0828
0.1144
0.1159
0.0917

minimaxNMF
0.1338
0.0446
0.0372
0.0419

0.4833
0.0442
0.1308

gtvMBO
0.2463
0.0736
0.0437
0.1030
0.0900
0.0599
0.1028

VCA-FCLS
0.2345
0.0561
0.0382
0.1194
0.0966
0.0620
0.1011

注： 黑体数据为最优值，加下划线数据为次优值。
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几种算法均存在无法识别端元，提取精度不纯的

问题。此外，如表 2 所示，SDGNMF 大多可以获

得比其他方法更小的 SAD 值，且平均 SAD 值最

小。上述结果表明，本文提出的算法可以更准确

地提取端元，并且获得的丰度图精度高于其他

方法。

图10　各算法在 Jasper数据集上的丰度对比

Fig. 10　Comparison of abundance maps of each algorithm on Jasper dataset

（a） Jasper数据立方体

（a） Jasper data cube
（b） 端元光谱曲线

（b） Endmember spectral curve
图9　Jasper高光谱数据

Fig. 9　Jasper hyperspectral data
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最后，表 3给出了本文算法以及其他几种对比

算法在两种真实数据集上的运行时间。尽管根据

3.1节中理论分析可知，本文提出的 SDGNMF相比

于EMD，一定程度上减少了时间复杂度。但从表 3
中可以看出 SDGNMF 相对于其他解混算法并不是

最节省时间的算法。这是因为 SDGNMF 相对于

SGSNMF、rNMF、minimaxNMF 这 3 种算法，额外

引入的图正则项对图的构造付出了很高的计算成

本，而对于同样需要构造图的 GNMF 和 gtvMBO 算

法，额外的缩放矩阵迭代求解使得算法迭代次数

增大，也在一定程度上降低了计算效率。

5　结 论

本文提出一种新的光谱解混模型，即SDGNMF。
在模拟数据集、Urban 数据集以及 Jasper数据集上

的实验结果均表明所提出方法的有效性和优越性。

不同于传统解混模型，SDGNMF 模型能够有效克

服噪声，并同时考虑特征间的相关性以及数据间

的流形结构。与传统的欧氏距离、EMD 相比较，

SDGNMF模型采用 Sinkhorn距离来度量重构误差具

有如下优势：（1）相比于EMD，Sinkhorn距离可以

更快速有效地分析高光谱图像中的大规模数据；

（2）相比于欧氏距离，Sinkhorn距离对高光谱数据

中的噪声相对不敏感，同时对不同维度上的特征

能够分别进行有效建模，特征间的相关性被充分

挖掘利用。此外，鉴于 SDGNMF 模型的低维表示

空间，图正则约束进一步增强了对数据几何流形

结构的有效描述。

但是，本文所提出的算法仍然存在计算复杂

度较高的问题，因此，后续工作将尝试融合丰度

以及端元相关的先验信息于同一框架下，开发更

高效的光谱解混算法。
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Efficient unmixing algorithm using Sinkhorn distance and graph 
regularization constraints

YANG　Lulu，LI　Chunzhi，CHEN　Xiaohua，WANG　Li

School of Information Engineering, Huzhou University, Huzhou 313000, China

Abstract： Hyperspectral remote sensing technology, as a new type of earth observation technology, provides rich spectral information of 

features and can identify and finely classify feature targets. A single pixel in hyperspectral images contains multiple features as limited by 

the spatial resolution. As a result, the mixed pixels become widespread. Ultimately, the accuracy of pixel-level applications is difficult to 

improve. Nonnegative Matrix Factorization (NMF), with its clear physical meaning, lays the foundation for the development of unsupervised 

linear spectral unmixing. Thus, traditional NMF often uses Euclidean distance as a similarity measure method. On the one hand, 

hyperspectral data have manifold distribution. Thus, simple linear measurement between two points cannot accurately represent the distance 

between data. This problem makes the sample internal features weakly correlated, which results in the NMF algorithm having an inaccurate 

prediction of the high-dimensional spatial inaccurate prediction of the translational noise in high-dimensional space. On the other hand, the 

objective function constructed based on this method ignores the correlation characteristics in the image space, which inhibits the 

performance of the algorithm.

Method Considering the correlation between data manifolds and features, this study proposes a nonnegative matrix factorization 

unmixing algorithm based on Sinkhorn distance and graph regularization constraint (SDGNMF). On the basis of fully exploiting the 

advantages of EMD, the algorithm imposes entropy regularization constraint on EMD, improves EMD to Sinkhorn distance, and takes it as 

the standard of measuring error, which effectively reduces the computational complexity. In addition, EMD with entropy regularization 

constraint, that is, the representation of the model by Sinkhorn distance, can better model the relationship between different dimensional 

features and fully utilize the correlation of features. In particular, this study introduces the graph regularity constraint based on the Sinkhorn 

distance to further characterize the manifold structure of data. Compared with the unmixing model constructed by Euclidean distance, 

SDGNMF is relatively insensitive to the noise in hyperspectral data and can better extract the internal structural information of the data, 

which improves the unmixing accuracy.

Result An experiment was conducted on simulated and real datasets. Experimental results prove that the proposed algorithm proposed 

has achieved excellent subspace learning results and has good robustness. Compared with several other algorithms, SDGNMF can retain the 

similar structure after iteration. The correlation between the endmember features is also fully considered in SDGNMF. Thus, the similar 

substances distributed in adjacent regions can be separated. Therefore, SDGNMF can better display the details of local abundance and obtain 

a more realistic and perfect abundance map.

Conclusion In general, the proposed unmixing model can overcome noise and consider the correlation of features and data manifold 

structure simultaneously. Experimental results show that the proposed algorithm can effectively improve the unmixing accuracy of most 

hyperspectral remote sensing data, especially those with high feature correlation. However, the proposed algorithm has high computational 

complexity. In addition, the algorithm only considers the prior knowledge of abundance. Therefore, future work will focus on solving these 

problems.

Key words： hyperspectral unmixing, nonnegative matrix factorization (NMF), Sinkhorn distance, entropy regularization, graph regularization
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